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I - PRELIMINAIRES

Définition

La cinétique du solide est la relation ou Dinteraction entre la cinématique et
Pinertie du solide.
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I - PRELIMINAIRES

Rappels : Matrice d’inértie

Soit (S) un solide de masse m et de centre d’inertie G.
Soit®, =(G.i,./,.k,)un repere orthonormé direct li¢ a ce solide.
Soit M un point de (S) dont 1’élément qui I’entoure est de masse dm. GM =x,i +y, j, +z,k,

Soit alors la matrice d’inertie du solide, au point G, dans la base(,./,.k,) :

(A D E|

S _
M(G,?IJI,/&)_ b B F
E F C

Avec :
A, B et C: les moments d’inertic du solide par rapport aux axes (G.i):G.j,)e(G.k,)

S 2 2
respectivement : 4=1¢;, =[0*+z)dm o B=15; =[@ 5 )dm L =13 = [ +ydm
S S S

D, E et F : les produits d’inertie : E=—[xydm ; F==[xzdm ; E=—[yzdm ;
S S S
8%,
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I - PRELIMINAIRES

Rappels : Matrice d’inértie
Suivant la forme géométrique et ’homogénéité du solide

m
dm=pdV =—dV
P v

dm:adS:%dS

dm :idL:%dL

Remarque : Dans la pratique ?
Dans la pratique, on choisit le repére®, =(G.i..j.k,)de telle fagon que les axes
(G.1):(G. 7 et (G.k,) solent des axes de symétrie matérielle, ce qui donne D=E=F=0.
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I - PRELIMINAIRES

Rappels : Torseur cinématique
Supposons maintenant que ce solide est en mouvement quelconque par rapport a un
repére orthonormé direct % =(0.7,7.k) :

Question : Comment faire pour passer du repere R au repere R ?
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I - PRELIMINAIRES

Rappels : Torseur cinématique

Le passage du repere R vers le repere®R,, (dans le cas du mouvement le plus général), se
fait par une translationoésuivie d’une rotation autour de G

R - - > - -> > >

R=(0,i,),k) —amktion©OG) , R, =(G,i,j.k) Y02, R =(G,i,j.k)

x(?)
()
22

Soit alorsa(s/), le vecteur rotation instantanées de (S) par rapport a%R .
Ainsi, le torseur cinématique du solide dans son mouvement par rapport aR (defini en
tout point du solide, a pour ¢léments de réduction, au point ¢es):

v (S/9R] = {% QSR }
Gels) V(G/R) = xz+y]+zk

0G=

o, :
— ENSAH
%. Pr. Chaabelasri / chaabelasri@gmail.com Mecanique du solide




I - PRELIMINAIRES

Rappels : Torseur cinématique en un point M quelconque
Ce torseur cinématique du solide dans son mouvement par rapport aR, a pour ¢léments de
réduction, en un point M quelconque appartenant au solide :

V(S/R) - {9 (SR a}
Me(s) VIM/R)=VG/R)+Q(S/R)AOM
Nous pouvons aussi déterminer le vecteur accélération du point M par la relation :
Lo dV(MIR)
y(M) —{ o L
8%, 7
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Vecteur quantité de mouvement
On appelle « vecteur quantité de mouvement » (ou quantités des vitesses) de (S) dans
son mouvement par rapport aR, le vecteur :

P(SIR) = [V (M IR)dm
(S)

Question : Quel est I’expression du vecteur quantité de mouvement de la vitesse du centre
d’inertie ?

9%,
- ENSAH
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Vecteur quantité de mouvement

P(S/R, =i[j OM dm,
d- 3,

d 1. >
—mz[;(:[)OMdm]m
[dO%G}
=m| ——
dt
R
=mV(G/R)
Donc :
P(S/R) = mV(G/R)
A re———————————————————
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Moment cinétique d’un solide en un point :
Soit P un point quelconque de I’espace

On appelle « moment cinétique » de (S), au point P, dans son mouvement par rapport a R,
le vecteur

6(P,S/R) = jPMA V(M /R)dm
(S)

Remarque : Le moment cinétique est la somme des moments des vecteurs V(M /®)par
rapport au point P.

Question : Est-ce qu’on peut montrer que le champ des moments cinétiques est un champ
antisymétrique ? Peut-on définir un autre torseur ?

e
— .EN'SAH
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Moment cinétique est un champ antisymétrique !
Soit Q un point quelconque de I’espace

o(0.S/R) = [OMAV(M IR)dm
(S)

=[ [ QPAV(M IR)dm] +[ [ PMAV(M /R)dm] =[1]+[2]
(S) (S)

[1]= [OPAV(M [R)dm = OPn [V(M | R)dm = OPAmV(GIR) = mV(G/R) A PO
S ($)
= [PMAV(M)dm=5(P,S/R)
S
Par conséquent : V (P,Q) € L'espace:

0 (0.S/R) =6 (P.S/R)+mV(G/R) A PO

— .EHSAH : 1
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Ce qui veut dire que le champ des moments cinétiques d’un solide dans son mouvement
\ J4 . . ) . 4
ur

mV(G/R) (qui est le vecteur quantité de mouvement).

®
- :N'S.d:: 12
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Torseur cinétique du solide (S)
Ainsi on définit un torseur notejc(s/%], et appelé « Torseur cinétique du solide (S) dans
son mouvement par rapport as ». Il est défini en tout point de 1’espace. Ses €¢léments de
réduction au point P sont :
mV(G/R)

[C(s/9)]- o(P,S/R) = [ PM AV(MIR)

P

mV(G/R) est la résultante cinétique de (S) dans son mouvement par rapport a‘R
o(P,S/R) est le moment cinétique en P de (S) dans son mouvement par rapport ds

Question : Exprimer le torseur cinétique en un autre point Q.

&
8", 13
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Torseur cinétique du solide (S) en un autre point :

En un autre point Q, les ¢léments de réduction du torseur cinétique sont :

mV(G/R)

[CS/R)]= |- o K R }
6(0,S/R) :jQM AV(M IR)=6(P,S/R)+mV(G/R) A PO

0

- :
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Détermination pratique du moment cinétique (Théoreme de Koenig)
Méthode 1 : Cherchons, tout d’abord ce moment cinétique au point G centre d’inertie du
solide :

o(G.S/R) = [GMAV(M /R)dm
(S)
Or: V(IM/R)=V(G/R)+Q(S/R)AGM

— 6(G,S/R) = jcﬁwA?(G/sn)dm+jcﬁwAFz(M/m)AGM}dm
() S)

— o(G,S/R) =

J.GMdm}/\;(G/iR)— [ G?\/[/{GM /\Q(M/i}%)}dm
(8) ()

= (G, S/R) =0+ 5 (O(S/N))
Finalement nous avons la relation suivante :

o(G.S/Ry=MS.. . O(SIR)

Giyj ki)

- 1
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Détermination pratique du moment cinétique (Théoreme de Koenig)
A partir de cette relation, on peut déterminer le moment cinétique en n’importe quel
point P, en se basant sur le fait que ce champ est antisymétrique :

o(P,S/R) =6 (G.S/R)+mV(G/R) A GP
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Détermination pratique du moment cinétique (Théoreme de Koenig)
Méthode 2 : On peut aussi trouver une expression simple pour le moment cinétique en un
point appartenant au solide et qui est fixe dans«.

Soit A un tel point : 4&(5)
A fixe dans ‘R (V(A /R) = 0

o(ASIR) = [ AMAV (M IR)dm
)

Or : VIR =T /R + ST R) A AM = O(S | R) A AM

= 6(G.S/W) = [ AMn [5 (M/%)AAM}dm
($)

= 6(G,S/R) =~ A?VI/\{AM /\ﬁ(M/iR)}dm
()

s 0(G,SIR) = I (DS IR)

- 1
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Détermination pratique du moment cinétique (Théoreme de Koenig)
Finalement nous avons la relation suivante :

o(A,S/R) = M*. - Q(SIR)

Aiyj sk
. Ae(S)

AVEC 1 4 fodans® (F(M /) =0

A partir de cette relation, on peut déterminer le moment cinétique en n’importe quel

point P, en se basant sur le fait que ce champ est antisymétrique :

o(P,S/R) =0 (A,S/R)+mV(G/R) A AP

- 1
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II - TORSEUR CINETIQUE D’UN SOLIDE.

Exemple
Soit une bare OP=L, de masse m,en rotation autour de OZ.

Calculer le torseur cinétique au point O et au point G

-
A Y1
7

e
— .EN'SAH
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II - TORSEUR DYNAMIQUE D’UN SOLIDE.

Vecteur quantité des accélérations
On appelle « vecteur quantité des accélérations ») de (S) dans son mouvement par

rapport aR , le vecteur :

(S/%) = [7(M/R)dm
(S)

> 4’ o 4 1 4> 0G )
F(S/SR)—E[(LOMdm]B—m; (!)OMdm]Bm{ — } =m7(G/R)
Donc :
L(S/R)=my(G/R)
9%,
_.EHSAH 20
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II1 - TORSEUR DYNAMIQUE D’UN SOLIDE.

Moment dynamique

Soit P un point quelconque de I’espace

On appelle « moment dynamique » de (S), au point P, dans son mouvement par rapport as,
le vecteur

5 (P.SIR)= [ PMAy(M /R)dm
(S)

C’est, en fait, la somme des moments des vecteurs ;os /% par rapport au point P.

Question : Montrer que le champ des moments dynamiques est un champ antisymétrique.

o
— .EHSAH

%.’ Pr. Chaabelasri / chaabelasri@gmail.com Mecanique du solide

21




II - TORSEUR DYNAMIQUE D’UN SOLIDE.

Antisymétrie d’un champ de moment dynamique
Soit Q un point quelconque de I’espace

5(0.5 /)= [OMA y(M /R)dm
)

=[ [OPA y(M IRy dm] +[ [ PM A y(M I/ R)dm] =[1] +[2]
(S) ($)

)= [OPAF (M /R)dm=OPn [y(M /R)dm=0PAmy(G/R)=my(G/R) A PO
(S) (S)

[21= [PMAy(M)dm =3 (P,S/R)
(S)
Par conséquent : V (P,Q) e L'espace:

5(0.S/R)=8(P.S/R)+my(G/R) A PO
Ce qui veut dire que le champ des moments dynamiques d’un solide dans son mouvement
par rapport ax, défini en tout point de 1’espace, est un champ antisymétrique de vecteur
my(G/R).

e
— .EN'SAH
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II - TORSEUR DYNAMIQUE D’UN SOLIDE.

Torseur dynamique du solide (S)

Ainsi on définit un torseur noté[p(s/x], et appele « Torseur dynamique du solide (S) dans
son mouvement par rapport a R ». Il est défini en tout point de I’espace. Ses ¢léments de
réduction au point P sont :

my(G/R)

DS /%)= S(P,SIR) = [ PM A7(M IR)

P
my(GIR) est la résultante dynamique de (S) dans son mouvement par rapport a®
5(P,S/%) est le moment dynamique en P de (S) dans son mouvement par rapport a®

En un autre point Q, les ¢léments de réduction du torseur cinétique sont :

my(G/R)
ID(S/R)|= |- o S > .
5(0,S/R) =IQM/\7(M/SR) =5 (P,S/R)+my(GIR) A PO

0

®
" e 23
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II - TORSEUR DYNAMIQUE D’UN SOLIDE.

Détermination pratique du moment dynamique : °®5/%)
Relation entre le moment dynamique et la dérivée du moment cinétique :

) &
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II - TORSEUR DYNAMIQUE D’UN SOLIDE.

Détermination pratique du moment dynamique : ¢ (5/%)
Relation entre le moment dynamique et la dérivée du moment cinétique :
Soit P un point quelconque :

o(P.S/R) = [ PMAV(M I R)dm = [[ON ~ OP|n V(M /%) dm
&) )

d[c(PS/ER)} = | dOM _dOP | ur/9Rydm
~d ol d ar |

+ [ los - OP]/\—[V(M/ER)} dm
)

:%F(P,S/ER)} :J{V(M/%)—V(P/ER)} AV (M /R)dm
(8 ®

.
+ [[oat — 0P| n 71 190 dm

(8)

:%F(P,S/ER)} = V(PIR) A [V(M/R)ydm+ [ P Ay (M /R)dm

R ($) (S)

= —V(PIR)AmV(G/R)+5 (P,S/R)

- 2
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II - TORSEUR DYNAMIQUE D’UN SOLIDE.

Détermination pratique du moment dynamique : °®5/%)

Finalement, nous avons en tout point P de 1’espace :

5(P,S/93)=%F(P,S/m)} LV(PIR) AmT(GIR)

R
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II - TORSEUR DYNAMIQUE D’UN SOLIDE.

Détermination pratique du moment dynamique : ¢ (5/%)
Nous constatons qu’il y a 2 cas particuliers :
1) SiP est confondu avec G :

g(G,S/S%)ng(G,S/S%)}

R

Avec: oG S/IR)=M; . . QS/R)

A partir de cette relation, on peut déterminer le moment dynamique en n’importe quel
point Q, en se basant sur le fait que ce champ est antisymétrique :

5(0.8/R) =5(G.SIR)+my(G/R) A GO

2)  SiP est un point fixe dans R :

5( P;.,STR) ——|:(5( fxe,S/iR)}

R

®
- Qe 27
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III - ENERGIE CINETIQUE D UN SOLIDE.

I1I-1) Deéfinition :

L’énergie cinetique d’un point materiel doté de la masse €lémentaires. , et anime de la
vitessero w) est donneée par :

SE.(M/R) :%[;(M/i)%)]zdm

On appelle « énergie cinetique » d’un solide dans son mouvement par rapport au
reperes, la quantité scalaire définie par :

EC(S/ER)zé (7 M 191 dm
(S)

@
8", 28
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III - ENERGIE CINETIQUE D UN SOLIDE.

II1I-2) Détermination pratique de I’énergie cinétique Ec du solide :
V(M /R)=V(G/R)+S/R) AGM
=P =[FGrw] + 2060wy AGat |+ Qs 19y A 6 ||Gs 1wy A Git ]

E (S/ER)——_[[VM/ER)] dm %I[V(G/m)]zdm+IV(G/9R)[Q(S/9R)AGM]dm+%j[§z(S/m)AGM][Q(S/SR)AGM]dm
(S) S S S

Or:

1 el= > 1 [= 2

> ! 7(G/9)] dm = 5m[V(G/sR)]

[7(G 19[S 19%) A G Jim = V(G/ER){Q(S/ER)/\J.GMdm} =0

%I[Q(S/sn) AGM || (S| R)AGM |dm = —%I[Q(S/sn) AGM || GM AX(S I R) |dm

N S

~ —le(S/m).[(fz(S/m)A GM) A GM |dm = —%Q(S/m).jGM A(GM A (S| R)dm

S

-5 5

Ez(S/sR). T o(QUS/R)) = %5(5/9%).3((?,5/9%)

N | — o
tn

,_a

—~ O(S/N). M Q(S/R)
71
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III - ENERGIE CINETIQUE D UN SOLIDE.

II1I-2) Détermination pratique de I’énergie cinétique Ec du solide :
Finalement :

E(S/I®) =G + L as/mMe. . . .osiw)
i 2 2 Gl od Ky

P = 2 P C e .
La quantite Em[V(G/ )] correspond a I’énergie cinétique de translation.
L4 lt_> g N 7 . . 7y, e .
La quantit¢ 5 Qs/®M . . .Qs/% correspond a I’énergie cinetique de rotation.
1711

Remarque 1:

On peut remarquer que I’énergie cinétique du solide est 1a moiti¢ du « Comoment » des
torseurs cinématique et cinétique de ce solide

sk QS /R == Qs

G

[c(s /R 7O
_Lo(G,S/R)

V(G/R)

@
> ™% 30
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III - ENERGIE CINETIQUE D UN SOLIDE.

II1I-2) Détermination pratique de I’énergie cinétique Ec du solide :
On rappelle que le « Comoment » de deux torseurs est indépendant du point ou on le
calcule.

Théoréme :
« L’énergie cinétique d’un solide (S), est égale au demi-produit de son torseur
cinématique par son torseur cinétique ».

E.(S/%) = %[V(S/SR]@ [cs /9]

Remarque 2 :
Si le solide (S) admet un point A qui reste fixe dans=, alors I’énergie cinetique du
solide s’€crit sous la forme :

s
E_(S/R) e QS/RM® . - Q(S/R)
2 T4
8, 31
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III - ENERGIE CINETIQUE D UN SOLIDE.

II1I-2) Détermination pratique de I’énergie cinétique Ec du solide :
Démonstration :

I1 suffit de faire la méme démarche que ci-dessus, en raisonnant par rapport au point A :

V(M/R)=V(AIR)+(S/R) A AM =S/ R) A AM et on remplace dans I’expression

E_(S/R) _—j [V M IR d
(S)

— QS /R) A AM ||U(S/R) A AM =t Q(S/R) A AM |[AM A Q(S /R) ldm
2S 2S

_ —ljfz(sm).[(fz(sm) A AM ) A AM Jdm = —lfz(S/sn).j AN A (AM A O(S /R dm

Q(S/R). T 4(QS I R)) % QSITM, - . Q(S/R)
1 1 1

N | — b

@
> ™% 32
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